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      Теорема. Общее решение неоднородного линейного уравнения  
L y f x                                                (1) 
можно найти  в квадратурах, если известно общее решение соответст-
вующего однородного уравнения  
0L z                                                     (2) 
Доказательство 
      Будем искать общее решение уравнения (1) в виде: 
1
n
i i
i
y c x z x                                              (3)        
где       , 1,iz x i n  — фундаментальная система решений уравнения 
(2). 
Найдем производные выражения (3), подчиняя их   1n  условиям: 
 
1 1 1
, 0
n n n
i i i i i i
i i i
y c x z x c x z x c x z x  
1 1 1
, 0
n n n
i i i i i i
i i i
y c x z x c x z x c x z x  
 
1 1 2 2
1 1 1
, 0
n n n
n n n n
i i i i i i
i i i
y c x z x c x z x c x z x  
1
1 1
n n
n n n
i i i i
i i
y c x z x c x z x  
Подставим (3) и найденные производные в уравнение (1), получим  
1
1 1
n n
n
i i i i
i i
c x L z x c x z x f x                   (5) 
  Учитывая, что 0iL z x , имеем  
1
1
n
n
i i
i
c x z x f x . 
Итак, для определения ic x  получаем следующую систему из n  урав-
нений: 
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1
1
2
1
1
1
0
0
0
n
i i
i
n
i i
i
n
n
i i
i
n
n
i i
i
c x z x
c x z x
c x z x
c x z x f x
                                                      (6) 
     Система (6) является линейной  и неоднородной относительно 
ic x  с определителем Вронского 0W x  в интервале ,a b  непре-
рывности коэффициентов уравнения (2). Решая систему (6) по правилу 
Крамера получим  
, 1,nii
W
c x f x i n
W x
                                               (7) 
где niW  — алгебраические дополнения к элементам n ой строки оп-
ределителя Вронского. Из (7) получаем, что  
0
, 1,
x
ni
i i
x
W f x
c x dx c i n
W x
                                  (8) 
где ic — произвольные постоянные, 0 , .x a b  
Подставляя (8) в выражение (3) получим  
0
1 1
,
xn n
ni
i i i i
i ix
W f x
y z x dx c z x c
W x
 
где первое слагаемое является частным решением неоднородного 
уравнения (1), а второе слагаемое общим решением  соответствующе-
го однородного уравнения (2). 
 
Пример 1. Найти общее решение уравнения 2
xe
y y y
x
. 
      Решаем соответствующее однородное уравнение 2 0y y y .       
Для этого записываем характеристический многочлен и находим его 
корни: 2 2 1 0 , 1 2 1.     Общее решение однородного урав-
нения имеет вид: 1 2
x xy c e c xe . 
   Решение неоднородного уравнения ищем в виде  
1 2
x xy c x e c x xe . 
     Для нахождения 1 2,c x c x  получаем и решаем систему: 
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1 2 1 2
1 21 2 2
1 2 1 1 2 2
0, 0,
1
1 ..
1
1, , ln .
x x
x
x x x
c x e c x xe c x c x x
e
c x c x xc x e c x e c x xe
xx
c x c x c x x c c x x c
x
 
      Таким образом , 1 2 ln
x x x xy c e c xe xe x x e  является решением 
исходного уравнения. ▲ 
Пример 2. Найти общее решение уравнения 
1
3 2
1x
y y y
e
. 
      Решаем соответствующее однородное уравнение 
3 2 0y y y .  Для этого записываем характеристический много-
член и находим его корни: 2 3 2 0 , 1 22, 1. Общее ре-
шение однородного уравнения имеет вид:  21 2
x xy c e c e .  
Решение неоднородного уравнения ищем в виде 
                                 
2
1 2
x xy c x e c x e .   
       Для нахождения 1 2,c x c x  получаем и решаем систему: 
2
21 2
1 22
1 2
0,
, .1
1 12 .
1
x x
x x
x xx x
x
c x e c x e
e e
c x c x
e ec x e c x e
e
 
Проинтегрировав,  получим: 
2
1 1 1
1 1 1
1 1
ln 1 ln 1 ,
1
x x x
x
x x
x x
e e de
c x dx c c t e
e e
tdt
c t t c e e c
t
 
2 2 2ln 1
1
x
x
x
e dx
c x c e c
e
 
      Таким образом, 2 2
1 2 ln 1
x x x x x xy c e c e e e e e  является 
решением исходного уравнения. ▲ 
Пример 3. Найти общее решение уравнения 
1
sin
y y
x
. 
      Решаем соответствующее однородное уравнение 0y y . Для 
этого записываем характеристический многочлен и находим его кор-
ни: 2 1 0 , 1 2,i i . Общее решение однородного уравнения 
имеет вид: 1 2cos siny c x c x . 
     Решение неоднородного уравнения ищем в виде  
1 2cos siny c x x c x x . 
        Для нахождения 1 2,c x c x  получаем и решаем систему: 
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1 2
1 2
1 2
1 1 2 2
cos sin 0,
cos
1,1 sinsin cos .
sin
, ln sin .
c x x c x x
x
c x c x
xc x x c x x
x
c x x c c x x c
 
      Таким образом , 1 2cos sin cos sin ln siny c x c x x x x x  является 
решением исходного уравнения. ▲ 
Пример 4. Найти общее решение уравнения 4 2tgy y x . 
      Решаем соответствующее однородное уравнение 4 0y y . Для 
этого записываем характеристический многочлен и находим его кор-
ни: 2 4 0 , 1 22 , 2i i . Общее решение однородного уравнения 
имеет вид: 1 2cos2 sin2y c x c x .  
Решение неоднородного уравнения ищем в виде 
1 2cos2 sin2y c x x c x x . 
       Для нахождения 1 2,c x c x  получаем и решаем систему: 
1 2
1 2
1 2
cos2 sin2 0,
tg sin2 , tg cos2 .
2 sin2 2 cos2 2tg .
c x x c x x
c x x x c x x x
c x x c x x x
Проинтегрировав,  получим: 
1 1 1
1 1
sin
tg sin2 2 sin cos
cos
sin2
1 cos2
2
x
c x x xdx c x xdx c
x
x
x dx c x c
 
2
2 2 2tg cos2 ln cos sinc x x xdx c x x c  
      Таким образом, 
2
1 2
sin 2
cos2 sin 2 ln cos sin sin 2 cos2
2
x
y c x c x x x x x x  
 является решением исходного уравнения. ▲ 
Пример 5. Найти общее решение уравнения 2 3 1xy y y e x . 
      Решаем соответствующее однородное уравнение 2 0y y y . 
Для этого записываем характеристический многочлен и находим его 
корни: 2 2 1 0 , 1 2 1. Общее решение однородного урав-
нения имеет вид: 1 2
x xy c e c xe .  
Решение неоднородного уравнения ищем в виде 
1 2
x xy c x e c x xe .   
       Для нахождения 1 2,c x c x  получаем и решаем систему: 
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1 2
1 2 2
1 2
1 2
1 2
0,
3 1.
0,
3 1, 3 1.
1 3 1.
x x
x x x x
c x e c x xe
c x e c x xe c x e e x
c x c x x
c x x c x x x
c x c x x x
 
Проинтегрировав,  получим: 
1 1
5
5 3
4 2 3 2 2
1 1 1
3 1 1, 2
6
6 6 2 1 2 1 ,
5 5
c x x x dx c t x tdt dx
t
t t dt c t c x x c
 
3
2
2 2 23 1 2 1c x x dx c x c  
      Таким образом,  
5 3 3
2 2 2
1 2
5 3 3
2 2 2
1 2
5
2
1 2
6
1 2 1 2 1
5
6
1 2 1 2 1 1 1
5
4
1
5
x x x x
x
x
y c e c xe x x e xe x
e c c x x x x x
e x c c x
  
является решением исходного уравнения. ▲ 
Пример 6. Найти общее решение уравнения 
3
2
cos
y y
x
. 
      Решаем соответствующее однородное уравнение 0y y . Для 
этого записываем характеристический многочлен и находим его кор-
ни: 2 1 0 , 1 2,i i . Общее решение однородного уравнения 
имеет вид: 1 2cos siny c x c x . 
 Решение неоднородного уравнения ищем в виде 
1 2cos siny c x x c x x .   
       Для нахождения 1 2,c x c x  получаем и решаем систему: 
1 2
1 23 2
1 2 3
cos sin 0,
2sin 2
, .2
cos cossin cos .
cos
c x x c x x
x
c x c x
x xc x x c x x
x
 
Проинтегрировав,  получим: 
1 1 1 13 3 2
sin cos 1
2 2
cos cos cos
x d x
c x dx c c c
x x x
 
2 2 22
2 2tg
cos
dx
c x c x c
x
 
      Таким образом, 1 2
1
cos sin 2tg sin
cos
y c x c x x x
x
 
 является решением исходного уравнения. ▲ 
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Пример 7. Найти общее решение уравнения 
3
1 2
y y
x x
. 
      Решаем соответствующее однородное уравнение 0y y . Для 
этого записываем характеристический многочлен и находим его кор-
ни: 2 1 0 , 1 21, 1. Общее решение однородного уравнения 
имеет вид: 1 2
x xy c e c e .  
Решение неоднородного уравнения ищем в виде 
 1 2
x xy c x e c x e .   
       Для нахождения 1 2,c x c x  получаем и решаем систему: 
1 2
1 23 3
1 2 3
0,
1 2 1 2
, .1 2
2 2.
x x
x x
x x
c x e c x e
e e
c x c x
x x x xc x e c x e
x x
Проинтегрировав,  получим: 
1 1 13 2
1 2 1 1
2 2
x xe e
c x dx c c
x x x x
 
 
      Таким образом, 
1 2 1 22 2
1 1 1 1 1 1 1
2 2
x x x xy c e c e c e c e
x x x x x
 является ре-
шением исходного уравнения. ▲ 
Пример 8. Найти общее решение уравнения 
1
4
cos2
y y
x
. 
      Решаем соответствующее однородное уравнение 4 0y y . Для 
этого записываем характеристический многочлен и находим его кор-
ни: 2 4 0 , 1 22 , 2i i . Общее решение однородного уравнения 
имеет вид: 1 2cos2 sin2y c x c x . 
 Решение неоднородного уравнения ищем в виде 
1 2cos2 sin2y c x x c x x .   
       Для нахождения 1 2,c x c x  получаем и решаем систему: 
1 2
1 2
1 2
cos2 sin2 0,
sin2 1
, .1
2cos2 22 sin2 2 cos2 .
cos2
c x x c x x
x
c x c x
xc x x c x x
x
 
Проинтегрировав,  получим: 
1 1 1
1 sin2 1
ln cos2
2 cos2 4
x
c x dx c x c
x
 
2 2 2
1
2 2
x
c x dx c c  
      Таким образом,  
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1 2
1
cos2 sin2 sin2 cos2 ln cos2
2 4
x
y c x c x x x x  
 является решением исходного уравнения. ▲ 
Пример 9. Найти общее решение уравнения tgy y x . 
      Решаем соответствующее однородное уравнение 0y y . Для 
этого записываем характеристический многочлен и находим его кор-
ни: 2 1 0 , 1 2,i i . Общее решение однородного уравнения 
имеет вид: 1 2cos siny c x c x . Решение неоднородного уравнения 
ищем в виде 1 2cos siny c x x c x x .   
       Для нахождения 1 2,c x c x  получаем и решаем систему: 
2
1 2
1 2
1 2
cos sin 0, sin
, sin .
sin cos tg . cos
c x x c x x x
c x c x x
c x x c x x x x
 
Проинтегрировав,  получим: 
22
1 1 1 1
1 1
1 cossin
cos
cos cos cos
sin ln tg sin
2 4
sin
2
xx dx
c x dx c dx c xdx c
x x x
dx x
x c x c
x
 
2 2 2sin cosc x xdx c x c  
      Таким образом, 
1 2
1 2
cos sin cos ln tg cos sin cos sin
2 4
cos sin cos ln tg
2 4
x
y c x c x x x x x x
x
c x c x x
 
 является решением исходного уравнения. ▲ 
Пример 10. Найти общее решение уравнения 
1
y y
x
. 
      Решаем соответствующее однородное уравнение 0y y . Для 
этого записываем характеристический многочлен и находим его кор-
ни: 2 1 0 , 1 21, 1. Общее решение однородного уравнения 
имеет вид: 1 2
x xy c e c e .  
Решение неоднородного уравнения ищем в виде  
1 2
x xy c x e c x e .   
       Для нахождения 1 2,c x c x  получаем и решаем систему: 
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0 0
1 2
1 2
1 2
1 1 2 2
0,
,1
2 2.
1 1
, .
2 2
x x
x x
x x
x xx x
x x
c x e c x e
e e
c x c x
x xc x e c x e
x
e e
c x dx c c x dx c
x x
 
      Таким образом, 
0 0
1 2
2 2
x xx x x x
x x
x x
e e e e
y c e c e dx dx
x x
 является 
решением исходного уравнения. ▲ 
Пример 11. Найти общее решение уравнения 
2
sin
cos
x
y y
x
. 
      Решаем соответствующее однородное уравнение 0y y . Для 
этого записываем характеристический многочлен и находим его кор-
ни: 3 0 , 1 2 30, ,i i . Общее решение однородного урав-
нения имеет вид: 1 2 3cos siny c c x c x . 
 Решение неоднородного уравнения ищем в виде 
1 2 3cos siny c x c x x c x x .   
       Для нахождения 1 2 3, ,c x c x c x  получаем и решаем систему: 
1 2 3
2 3
2 3 2
2
1 2 32 2
cos sin 0
sin cos 0
sin
cos sin
cos
sin sin sin
, , .
cos cos cos
c x c x x c x x
c x x c x x
x
c x x c x x
x
x x x
c x c x c x
x x x
 
Проинтегрировав,  получим: 
1 1 1 12 2
sin cos 1
cos cos cos
x d x
c x dx c c c
x x x
 
2 2 2 2
sin cos
ln cos
cos cos
x d x
c x dx c c x c
x x
 
2 2
3 3 3 32 2
sin 1 cos
tg
cos cos
x x
c x dx c dx c x x c
x x
 
      Таким образом, 
1 2 3
1
cos sin cos ln cos tg sin
cos
y c c x c x x x x x x
x
 
 является решением исходного уравнения. ▲ 
Пример 12. Найти общее решение уравнения 
2
3
2 2
2
x x
y y y
x
. 
      Решаем соответствующее однородное уравнение 2 0y y y . 
Для этого записываем характеристический многочлен и находим его 
11 
 
корни: 2 2 1 0 , 1 2 1. Общее решение однородного уравне-
ния имеет вид: 1 2
x xy c e c xe .  
Решение неоднородного уравнения ищем в виде 
1 2
x xy c x e c x xe .   
Для нахождения 1 2,c x c x  получаем и решаем систему: 
1 2
2
1 2 2 3
0,
2 2
.
x x
x x x
c x e c x xe
x x
c x e c x xe c x e
x
 
1 2
2
1 2 3
2
1 22 3
0,
2 2
1 .
2 2 2 2
1 , .
x
x x
c x c x x
x x
c x c x x e
x
x x
c x e c x e
x x x
 
Проинтегрировав,  получим: 
1 1 12
2 2 2
1 1x xc x e dx c e c
x x x  
2 2 23 2 2
1 2 2 1 1x xc x e dx c e c
x x x x x
 
      Таким образом,  
1 2 1 22
2 1 1 1
1x x x x x x x xy c e c xe e e xe e c e c xe
x x x x
  
является решением исходного уравнения. ▲ 
Пример 13. Найти общее решение уравнения 
3
2 xxy y e
x
. 
      Решаем соответствующее однородное уравнение 0y y . Для 
этого записываем характеристический многочлен и находим его кор-
ни: 2 0, 1 20, 1. Общее решение однородного уравнения 
имеет вид: 1 2
xy c c e .  
Решение неоднородного уравнения ищем в виде  
1 2
xy c x c x e .   
       Для нахождения 1 2,c x c x  получаем и решаем систему: 
1 2
1 23 3
2 3
0,
2 2
, .2
.
x
x
x x
c x c x e
x x
c x e c xx
x xc x e e
x
 
Проинтегрировав,  получим: 
12 
 
1 1 13 2
2 xxx ec x e dx c c
x x  
2 2 23 2
2 1 1x
c x dx c c
x x x
 
      Таким образом,  1 2 1 22 2
1 1x xx x xe ey c c e e c c e
x x x x
  явля-
ется решением исходного уравнения. ▲ 
Пример 14. Найти общее решение уравнения 
1
sin 2 sin 2
y y
x x
. 
      Решаем соответствующее однородное уравнение 0y y . Для 
этого записываем характеристический многочлен и находим его кор-
ни: 2 1 0 , 1 2,i i . Общее решение однородного уравнения 
имеет вид: 1 2cos siny c x c x .  
Решение неоднородного уравнения ищем в виде 
1 2cos siny c x x c x x .   
       Для нахождения 1 2,c x c x  получаем и решаем систему: 
1 2
1 2
1 2
cos sin 0
1
sin cos
sin2 sin2
sin cos
, .
sin2 sin2 sin2 sin2
c x x c x x
c x x c x x
x x
x x
c x c x
x x x x
 
Проинтегрировав,  получим: 
1 1
2
2
2
2 2 2 2
1 1 1
sin
sin 2 sin 2
tg , arctg ,
1
2
sin 2
1
1 1 1
1 ctg 1 sin
sin sin 1
1 1 1
tg
2 2 2 2
x
c x dx c
x x
dt
x t x t dx
t
t
x
t
t
x x
x t x t
dt
c t c x c
t
 
13 
 
2 2
2
2 2 23
2
2 2
cos
sin 2 sin 2
tg , arctg ,
1 1 1 1
2 1 2 2 2 2 tgsin 2 ,cos
1 1
x
c x dx c
x x
dt
x t x t dx
t dt
c c c
t t xtx x
t t
 
      Таким образом, 
1 2 1 2
1 1
cos sin tg cos sin cos sin sin 2
2 2 tg
y c x c x x x x c x c x x
x
 
 является решением исходного уравнения. ▲ 
Пример 15. Найти общее решение уравнения 
1
4y y x
x x
. 
      Решаем соответствующее однородное уравнение 0y y . Для 
этого записываем характеристический многочлен и находим его кор-
ни: 2 1 0 , 1 21, 1. Общее решение однородного уравнения 
имеет вид: 1 2
x xy c e c e .  
Решение неоднородного уравнения ищем в виде  
1 2
x xy c x e c x e .   
       Для нахождения 1 2,c x c x  получаем и решаем систему: 
1 2
1 2
1 2
0,
1
4 .
1 1
2 , 2 .
2 2
x x
x x
x x
c x e c x e
c x e c x e x
x x
c x e x c x e x
x x x x
 
Проинтегрировав,  получим: 
1 1 1
1 1
2 2
2
x xc x e x dx c e x c
x x x
 
2 2 2
1 1
2 2
2
x xc x e x dx c e x c
x x x
 
      Таким образом, 
1 2 1 2
1 1
2 2 4x x x xy c e c e x x c e c e x
x x
 
является решением исходного уравнения. ▲ 
Пример 16. Найти общее решение уравнения 
2
4 4
xe
y y y
x
. 
      Решаем соответствующее однородное уравнение 
4 4 0y y y . Для этого записываем характеристический много-
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член и находим его корни: 2 4 4 0 , 1 2 2 . Общее решение 
однородного уравнения имеет вид: 2 21 2
x xy c e c xe . 
 Решение неоднородного уравнения ищем в виде 
2 2
1 2
x xy c x e c x xe .   
       Для нахождения 1 2,c x c x  получаем и решаем систему: 
2 2
1 2
2
2 2 2
1 2 2
1 2
1 2
1 2
0,
2 2 .
0,
1
, .1
2 1 2 .
x x
x
x x x
c x e c x xe
e
c x e c x xe c x e
x
c x c x x
c x x c x
c x c x x x
x
 
Проинтегрировав,  получим: 
1 1 1 2 2 2
2
, 2
3
dx
c x xdx c x x c c x c x c
x
 
     Таким образом,  
2 2 2 2 2 2 2
1 2 1 2
2 4
2
3 3
x x x x x x xy c e c xe x xe x xe c e c xe x xe   
является решением исходного уравнения. ▲ 
Пример 17. Найти общее решение уравнения 
3
6 10
cos
xe
y y y
x
. 
      Решаем соответствующее однородное уравнение 
6 10 0y y y .  Для этого записываем характеристический много-
член и находим его корни: 2 6 10 0 , 1 23 , 3i i . Общее 
решение однородного уравнения имеет вид: 3 1 2cos sin
xy e c x c x . 
Решение неоднородного уравнения ищем в виде 
3
1 2cos sin
xy e c x x c x x .   
       Для нахождения 1 2,c x c x  получаем и решаем систему: 
3 3
1 2
3
3 3
1 2
cos sin 0
3cos sin 3sin cos
cos
x x
x
x x
c x e x c x e x
e
c x e x x c x e x x
x
 
После упрощения система примет вид 
1 2
1 2
1 2
cos sin 0
sin
, 1.1 cossin cos
cos
c x x c x x
x
c x c x
xc x x c x x
x
 
Проинтегрировав,  получим: 
1 1 1 2 2 2
sin
ln cos ,
cos
x
c x dx c x c c x dx c x c
x
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      Таким образом, 3 1 2cos sin ln cos cos sin
xy e c x c x x x x x  
 является решением исходного уравнения. ▲ 
Пример 18. Найти общее решение уравнения 
5
2 26
cos5
xe
y y y
x
. 
      Решаем соответствующее однородное уравнение 
2 26 0y y y . Для этого записываем характеристический много-
член и находим его корни: 2 2 26 0 , 1 21 5 , 1 5i i . Общее 
решение однородного уравнения имеет вид: 1 2cos5 sin5
xy e c x c x . 
Решение неоднородного уравнения ищем в виде 
1 2cos5 sin5
xy e c x x c x x .   
       Для нахождения 1 2,c x c x  получаем и решаем систему: 
1 2
1 2
cos5 sin5 0
5
cos5 5sin5 sin5 5cos
cos5
x x
x
x x
c x e x c x e x
e
c x e x x c x e x x
x
 
После упрощения система примет вид 
1 2
1 2
1 2
cos5 sin5 0
sin5
, 1.1 cos5sin5 cos5
cos5
c x x c x x
x
c x c x
xc x x c x x
x
 
Проинтегрировав,  получим: 
1 1 1 2 2 2
sin5 1
ln cos5 ,
cos5 5
x
c x dx c x c c x dx c x c
x
 
      Таким образом, 
1 2
1
cos5 sin5 ln cos5 cos5 sin5
5
xy e c x c x x x x x  
 является решением исходного уравнения. ▲ 
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